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Введение
Современная математическая физика представляет собой довольно обширную научную область. Данный курс лекций в основном ограничивается той ее частью, которая связана с решением дифференциальных уравнений в частных производных, иначе их называют уравнениями математической физики. Различные области физики, описывающие совершенно несхожие по своей физической сущности явления, используют один и тот же математический аппарат – аппарат дифференциальных уравнений в частных производных. Математические вопросы оказываются почти одинаковыми, изучаем ли мы сигнал радара, распространение звуковой волны в жидкости или поле бесспиновых частиц. Таково удивительное свойство природы, некое математическое единство различных ее проявлений.

Курс уравнений с частными производными существенно отличается от курса обыкновенных дифференциальных уравнений тем, что в нем изучаются далеко не все уравнения, которые можно написать, используя значки 
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 и т.п. Общей теории дифференциальных уравнений в частных производных не существует. Мы ограничимся совсем немногочисленными конкретными примерами уравнений, но выбор этих примеров не случаен – это типичные представители задач, возникающих при изучении явлений природы. Нужно сразу запомнить, что уравнения, различающиеся, на первый взгляд, совсем несущественно, могут обладать очень разными свойствами и для них будут естественными разные задачи.

Таким образом, наша цель – рассмотреть основные физические ситуации, выяснить, к каким математическим задачам они приводят, решить эти задачи и исследовать физические следствия полученных решений. Наши рассуждения при этом не всегда будут строгими с точки зрения математика, мы будем оставаться на физическом уровне строгости и только постараемся отмечать пробелы в наших рассуждениях.

В настоящем пособии подробно рассматриваются постановка физических задач и различные методы их решения для случая одномерного пространства, когда независимыми переменными в уравнениях являются время t и одна пространственная переменная x. Волновое уравнение в этом случае переходит в уравнение струны. Такое упрощение значительно сокращает математические выкладки и позволяет сосредоточиться на смысловой стороне проблемы.

Для сокращения записи в дальнейшем используются следующие аббревиатуры: ДУ – дифференциальное уравнение, ОДУ – обыкновенное дифференциальное уравнение, НКЗ – начально-краевая задача, КЗ – краевая задача, НУ – начальные условия, ГУ – граничные условия, с/ф – собственные функции, с/з – собственные значения. Частные производные, как правило, обозначаются нижними индексами, например: 
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В тексте пособия содержатся упражнения, выполнение которых обязательно для понимания темы. В заключительной части помещены задачи для практических занятий и самостоятельного решения.

Пособие предназначено для студентов III курса, владеющих аппаратом дифференциального и интегрального исчисления, обыкновенными дифференциальными уравнениями, а также знакомых с курсом общей физики.

§1. Вывод уравнения колебаний струны, постановка задач
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Вывод уравнения. Струна – гибкая тонкая нить или проволока (струна фортепиано, скрипки, арфы). Будем считать, что она находится под действием сильного натяжения T0 и в состоянии равновесия без внешнего воздействия вытянута вдоль оси x. Если вывести струну из положения равновесия или подвергнуть действию внешней силы, она начнет колебаться, произвольная точка A в момент t займет положение 
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 (рис. 1). Будем рассматривать только малые поперечные колебания струны и считать, что они происходят в одной плоскости, т.е. все точки струны движутся вдоль оси y. Описать движение струны − значит задать функцию 
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Рис.1

Обозначим через 
[image: image7.wmf](,)

Fxt

 линейную плотность внешней силы, 
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 − линейную плотность струны, 
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, здесь dm – масса элемента dx. Выделим произвольный кусочек струны, который в равновесии располагался между точкой A с координатой x и точкой B с координатой x+dx (рис. 2), и выпишем для него второй закон Ньютона(. Проекция суммы сил на ось y равна: 
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. Благодаря малости колебаний жесткостью струны можно пренебречь и считать натяжение T0 постоянным, кроме того, 
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, в результате проекция суммарной силы равна:
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Ускорение выделенного кусочка utt, его масса 
[image: image14.wmf]л

ρ()

xdx

, следовательно,


[image: image15.wmf]л0

()(,)

ttxx

xuTuFxt

r=+

.






(1)

[image: image750.wmf]b

[image: image751.wmf]a

Мы получили уравнение малых вынужденных поперечных колебаний струны в общем случае. Уравнение (1) – линейное неоднородное ДУ второго порядка с переменными коэффициентами.

Рис.2
Если струна однородна, 
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, получим ДУ с постоянными коэффициентами
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Именно его обычно называют уравнением вынужденных колебаний струны. При отсутствии внешнего воздействия, f(x,t)=0,   приходим к уравнению свободных колебаний струны (однородному ДУ):
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При выводе (2) мы предполагали, что внешняя сила распределена вдоль струны непрерывно; иногда приходится иметь дело с силой P(t), сосредоточенной в некоторой точке C (рис. 3). Второй закон Ньютона для элемента струны dx, содержащего точку C, имеет вид


[image: image21.wmf]л0

ρ(()())()

ttxx

udxTuxdxuxPt

=+-+

,

причем левая часть равенства стремится к нулю при бесконечном уменьшении dx. Обозначив пределы 
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 при стремлении x к C слева и справа, соответственно, через 
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Рис.3
Видно, что непрерывная функция u(x,t) имеет в точке C угловую точку, т.е. скачок производной.

Замечание. При выводе уравнений колебаний мы пренебрегали сопротивлением воздуха; если его учесть, в уравнениях появится слагаемое с первой производной 
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, так как сила сопротивления пропорциональна скорости.

Начальные и граничные условия. ДУ с обыкновенными и, тем более, с частными производными имеют, вообще говоря, бесчисленное множество решений. При изучении ОДУ говорилось об общем решении такого уравнения, содержащем произвольные постоянные; при различных значениях этих постоянных возникают различные частные решения (возможно еще особое решение). Чтобы фиксировать конкретное решение ОДУ, надо задать дополнительные условия. Для ОДУ второго порядка это могут быть значения функции и ее первой производной в некоторой точке (задача Коши() или значения функции в двух точках (краевая задача). Аналогично обстоит дело с ДУ в частных производных, но теперь общее решение содержит не произвольные постоянные, а произвольные функции. (Впрочем, задача построения общего решения часто и не ставится.)

Колебания ограниченной струны длины l, начавшиеся в момент времени t0, описываются функцией u(x,t), где 
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. Концы струны могут быть закреплены в положениях равновесия (рис. 4, а), тогда на концах промежутка должны выполняться условия
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если же концы струны движутся по определенным законам, условия примут вид
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Рис.4
Свободными называют концы струны, прикрепленные к невесомым колечкам, которые без трения скользят по стержням, расположенным при x = 0 и x = l вдоль оси y (рис. 4, б). В этом случае
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так как y-составляющие сил, действующих со стороны струны на колечки, должны быть равны нулю. Если к колечкам приложены внешние силы 
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где 
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Возможен также случай упруго закрепленных концов  (рис.4, в), когда к колечкам приложены упругие силы, стремящиеся вернуть концы в равновесные положения. Эти силы подчиняются закону Гука(: 
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. Суммы упругой силы и y-составляющей силы натяжения струны на каждом конце должны обращаться в нуль, поэтому
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Если точка упругого закрепления перемещается по определенному закону, (5в) переходит в
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Определение. Условия на границе (5) или (6) называются граничными, краевыми или предельными; (5а) и (6а) – условия I рода, (5б) и (6б) – II рода, (5в) и (6в) − III рода. Условия (5) – однородные, (6) – неоднородные. Все перечисленные условия линейны.

Условия «б» и «в» для струны могут показаться искусственными. Но в других физических задачах, также сводящихся к уравнению струны, например при изучении продольных колебаний в стержне или распространении звука в газовой трубе, естественными оказываются как раз эти условия.

ГУ еще не задают процесс колебаний струны однозначно, нужно указать форму струны и распределение скоростей в некоторый момент времени t0 (принимаемый за начальный):
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– начальные условия или данные Коши.

Начальные и граничные условия вместе однозначно определяют решение уравнения струны.

Формулировка I начально-краевой задачи: найти функцию 
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Аналогично ставятся II и III НКЗ. Если граничные условия при x=0 и x=l относятся к разным типам, такие задачи называются смешанными. В дальнейшем для простоты считаем, что начало отсчета времени совпадает с началом колебаний, т.е. 
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[image: image46.wmf]Частные случаи.
1. Влияние ГУ в некоторой точке, достаточно удаленной от границ, скажется через большой промежуток времени (потом докажем это строго), следовательно, до некоторого момента времени влиянием границ можно пренебречь и рассматривать задачу для неограниченной области, так называемую задачу Коши:
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2. Если точка находится вблизи одной границы, а влиянием другой можно пренебречь, приходим к задаче на полуоси:
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3. Если начальный момент достаточно удален, его влияние в реальной системе ослабевает (благодаря трению); такая задача без начальных условий характерна при периодическом граничном режиме:
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Редукция общей задачи. Благодаря линейности уравнения и всех начальных и граничных условий можно свести решение общей НКЗ к решению нескольких более простых задач. Рассмотрим редукцию на примере I НКЗ (8).

Пусть функции 
[image: image50.wmf]()

(,)

i

uxt

, 
[image: image51.wmf]1,,

in

=

K

, являются решениями (8) с неоднородностями 
[image: image52.wmf]()

(,)

i

fxt

 и дополнительными условиями 
[image: image53.wmf]()

1

μ(),

i

t

 
[image: image54.wmf]()

()()

2

μ(),φ(),ψ()

i

ii

txx

. Тогда имеет место суперпозиция решений, т.е. функция 
[image: image55.wmf]()

1

(,)(,)

n

i

i

uxtuxt

=

=

å

 удовлетворяет задаче
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Как следствие, решение общей НКЗ (8) может быть представлено в виде суммы
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Упражнение 1. Пусть на струну действуют постоянные во времени внешние силы с линейной плотностью F(x). Ее положение равновесия определится уравнением (1), в котором 
[image: image62.wmf]0
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:
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Найти форму однородной струны в поле силы тяжести, 
[image: image64.wmf]л
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, если ее концы подвешены на одной высоте.

Ответ: 
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Упражнение 2. Показать, что энергия механических колебаний струны с закрепленными концами равна:
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в частности, для однородной струны
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¢

)

Упражнение 3. Вывести уравнение продольных колебаний стержня или струны:
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здесь 
[image: image70.wmf]ρ()
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 – объемная плотность и 
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 - модуль Юнга* материала стержня. Для однородного стержня, 
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, получаем уравнение струны с другой постоянной:
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§2. Задача Коши для свободных колебаний бесконечной струны. Формула Даламбера**
Построение общего решения. Функция u(x,t), описывающая свободные колебания бесконечной струны, должна удовлетворять уравнению (3) и НУ (7), заданным на всей вещественной оси:
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Мы построим самое общее решение уравнения (3) в такой форме, что легко будет удовлетворить начальным условиям задачи (17).

Введем новые независимые переменные
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Используя правило дифференцирования сложных функций, получим
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Уравнение (3) в новых переменных имеет вид
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Следовательно, 
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 не зависит от 
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(постоянная при интегрировании по 
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 может зависеть от 
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). Первое слагаемое является произвольной функцией 
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где 
[image: image93.wmf]1

g

 и 
[image: image94.wmf]2

g

 – произвольные функции своих аргументов. Решение (18) называется решением Даламбера, это самое общее решение уравнения (3), содержащее две произвольные функции.

Оба слагаемых в (18) допускают простую физическую интерпретацию. Пусть 
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 остается постоянным. Следовательно, первое слагаемое 
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 описывает возмущение, которое движется направо со скоростью c, не меняя свою форму, так называемую прямую волну (рис. 5). Второе слагаемое 
[image: image100.wmf]2
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 дает обратную волну, которая движется со скоростью c налево. Общее решение уравнения струны возникает при наложении прямой и обратной волн.
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Рис. 5 
Решение задачи Коши. Подберем произвольные функции 
[image: image101.wmf]1
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 и 
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 так, чтобы u(x,t) удовлетворяла НУ задачи (17). Подстановка (18) в НУ дает
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Продифференцировав первое равенство, находим 
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Поскольку 
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 в (18), получаем решение Даламбера задачи Коши (17):
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Если функция 
[image: image113.wmf]φ()

x

 дважды непрерывно дифференцируема и функция 
[image: image114.wmf]ψ()
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 один раз непрерывно дифференцируема на всей вещественной оси, решение u(x,t), задаваемое формулой (19), будет иметь непрерывные первые и вторые производные. Такое решение задачи называется классическим.

Упражнение 4. Проверить прямой подстановкой, что при сформулированных выше условиях на 
[image: image115.wmf]φ

 и 
[image: image116.wmf]ψ

, формула (19) дает решение задачи Коши (17), т.е. справедлива теорема существования.

Замечание. Поскольку всякое решение задачи Коши, если оно существует, представимо в виде (19), справедлива теорема единственности.

В реальных ситуациях начальными данными могут оказаться функции, не удовлетворяющие указанным требованиям гладкости (например, в начальный момент струна имеет форму ломаной линии). Тем не менее, разумно считать, что формула (19) все равно дает решение задачи (17), хотя u(x,t) и не имеет всюду непрерывные производные до второго порядка. Такое решение называется обобщенным. Теория обобщенных функций и строгое определение обобщенного решения выходят за рамки данного курса.

Физическая интерпретация решения Даламбера

1. Рассмотрим решение в точке 
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 в момент времени 
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; оно зависит от начального смещения 
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 на промежутке 
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. Этот интервал вырезается на оси x прямыми 
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, которые называются характеристиками уравнения (3) для точки 
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, рис. 6. Начальные условия на остальной струне на решение в этой точке вообще не влияют. Именно поэтому в пределах некоторого времени можно не учитывать влияние удаленных концов струны на движение ее среднего участка.

[image: image755.wmf])

(

x

T

r


Рис.6

2. Пусть начальные скорости точек струны равны нулю, 
[image: image126.wmf]ψ0
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, струну отклонили и плавно отпустили, тогда
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Предположим, что начальное возмущение отлично от нуля лишь в конечном промежутке 
[image: image128.wmf]12
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; проведем через точки 
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 и 
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 характеристики, в результате полуплоскость (x,t) разобьется на шесть областей (рис. 7). Область I соответствует точкам, до которых в данный момент времени доходят и прямая, и обратная волны; II − только обратная, III – только прямая. До областей IV и V к данному моменту времени возмущение еще не дошло; до точек VI возмущение успело дойти и пройти через них, теперь они покоятся в равновесном положении.

Можно описать эту ситуацию несколько иначе: будем наблюдать за возмущением в некоторой точке 
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 возмущение в точке исчезает; 
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 – моменты прохождения переднего и заднего фронтов через точку 
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3. Пусть начальные отклонения точек струны равны нулю, 
[image: image137.wmf]φ0
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, струну толчком вывели из положения равновесия, в этом случае
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где 
[image: image139.wmf]const

1

Ψ()ψ

2

x

xdx

с

=

ò

,

т.е. по-прежнему имеем дело с распространением прямой и обратной волн. Если 
[image: image140.wmf]ψ()0
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 лишь в конечном промежутке 
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, можно повторить рассуждения предыдущего пункта. Для областей I – V выводы совпадают; в области VI
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Рис.7
Таким образом, действие начального импульса приводит к тому, что с течением времени точки струны сдвигаются на одинаковый отрезок и после прохождения заднего фронта остаются неподвижными в этом новом положении.

Упражнение 5. Пусть u(x,t) – решение задачи Коши (17). Выберем в качестве начального момент времени 
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 и рассмотрим задачу Коши для уравнения (3) с начальными условиями
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С помощью формулы Даламбера следует показать, что решение задач Коши (17) u(x,t) и (3, 20) 
[image: image145.wmf](,)
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 совпадают при 
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. Т.е. можно произвольный момент времени выбрать за начальный, взяв в качестве НУ возмущение, достигнутое к этому моменту. Именно это утверждает принцип Гюйгенса(.

Задача Коши для вынужденных колебаний бесконечной струны. Вынужденные колебания бесконечной струны описываются задачей (9):
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Решение этой задачи можно найти как сумму решений задачи о колебаниях свободной струны (17) и задачи о вынужденных колебаниях струны, в начальный момент невозмущенной:
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здесь 
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 - решение задачи (17), задаваемое формулой Даламбера; 
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Мы могли бы построить сейчас решение (21) в виде интегральной формулы; метод, который при этом используется, будет продемонстрирован в дальнейшем, при решении аналогичной задачи Коши для многомерного волнового уравнения. Там мы вернемся к решению (21), а сейчас объявим результат:
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Упражнение 6. Прямой подстановкой проверить, что если 
[image: image154.wmf]φ()

x

 дважды непрерывно дифференцируема, 
[image: image155.wmf]ψ()
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 и 
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 один раз непрерывно дифференцируемы, то функция u(x,t) (23) имеет непрерывные вторые производные и удовлетворяет всем условиям задачи (9), т.е. является ее классическим решением. Таким образом, справедлива теорема существования.

Теорема единственности для задачи (9) очевидна, так как разность двух решений удовлетворяла бы свободному уравнению с нулевыми НУ и тождественно равнялась нулю.

§3. Корректность задач математической физики. Пример некорректной задачи
Поскольку задачи матфизики описывают реальные процессы в природе, они должны удовлетворять некоторым требованиям.

Определение. Математическая задача поставлена корректно, если

− решение задачи существует;

− задача имеет единственное решение;

− решение задачи устойчиво, т.е. оно непрерывно зависит от исходных данных.

Требование устойчивости означает, что всякий физически определенный процесс должен непрерывно зависеть от начальных и граничных условий и от неоднородного члена в уравнении, т.е. должен характеризоваться функциями, которые мало меняются при малых изменениях исходных данных. В противном случае, например, двум системам практически одинаковых НУ (различие которых лежит в пределах точности измерений) могли бы соответствовать существенно разные процессы. Такие процессы не являются физически определенными. Устойчивость важна также для приближенного решения задач.

Математическую формулировку требования устойчивости покажем на примере задачи Коши (17), попутно докажем, что она устойчива.

Утверждение. Для любого промежутка времени 
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если только НУ различаются меньше чем на 
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Для доказательства используем формулу Даламбера (19):
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и положим 
[image: image170.wmf]0
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Пример Адамара* – пример некорректной задачи. Рассмотрим задачу Коши для уравнения Лапласа**:
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Функции 
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 (n – параметр) удовлетворяют уравнению Лапласа и начальным условиям:
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Для любого 
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 при достаточно большом n разность НУ окажется меньше 
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. При этом для любого заданного 
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 значения 
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 могут быть сколь угодно большими, так как. они растут с ростом n.
§4. Свободные колебания полубесконечной струны. Метод отражений (метод продолжений)
НКЗ для полубесконечной струны возникает, если один из ее концов находится далеко от исследуемого участка и не влияет на его колебания. Мы рассмотрим влияние другого, близкого, конца на распространение волны, изучим процесс отражения волн от него. Будем считать, что этот конец совпадает с точкой x = 0.

Свободные колебания струны задаются уравнением (3), в котором функция u(x,t) определяется при 
[image: image179.wmf]0
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, 
[image: image180.wmf]0
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. Уравнение нужно дополнить НУ на полуоси и ГУ при x=0. Мы будем рассматривать параллельно случаи, когда конец струны движется по известному закону и когда к нему приложена известная сила, т.е. ГУ I и II рода; соотношения, относящиеся к ГУ II рода, будут приводиться в скобках. Таким образом, решаем следующую НКЗ:
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Случай однородного ГУ возникает, если конец струны закреплен (свободен):
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Рассмотрим сначала НКЗ (3), (25), (26). Формула Даламбера (18) дает общее решение уравнения (3), ее можно использовать и в данном случае. Но выражения 
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определяют эти функции только для 
[image: image187.wmf]0
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. (Постоянные C1 и C2 опустили, они все равно потом сокращаются.) Для применения метода Даламбера нужно продолжить 
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[image: image189.wmf]2
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 или, что то же самое, 
[image: image190.wmf]φ

 и 
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 с положительной полуоси на отрицательную. С физической точки зрения, это продолжение сводится к определению такого начального возмущения бесконечной струны, что движение ее половины 
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 оказывается таким же, как если бы она была закреплена (свободна) на конце, а вторая половина отброшена.

Подставим (18) в (26): 
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Видно, что функции 
[image: image202.wmf]φ

 и 
[image: image203.wmf]ψ

 продолжаются с 
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 на всю вещественную ось по закону нечетности (для ГУ II рода аналогичная выкладка приводит к четному продолжению 
[image: image205.wmf]φ

 и 
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).

Мы получили, что задача (3), (25), (26) эквивалентна задаче Коши для бесконечной струны:
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где 
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для ГУ I рода;
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для ГУ II рода.

Решение этой последней задачи дается формулой Даламбера (19).

Выпишем решение задачи (3), (25), (26) в терминах исходных функций:

ГУ I рода: 
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ГУ II рода: 
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Легко проверить прямой подстановкой, что если 
[image: image216.wmf]φ

 и 
[image: image217.wmf]ψ

 таковы, что 
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 дважды и 
[image: image219.wmf]Ψ

 один раз непрерывно дифференцируемы, то u(x,t) дважды непрерывно дифференцируема и является классическим решением задачи (3), (25), (26). Теорему единственности легко строго вывести из наших рассуждений. Устойчивость задачи также имеет место, на доказательстве мы не останавливаемся.

Физическая интерпретация решения. Пусть начальное возмущение отлично от нуля только на конечном промежутке 
[image: image220.wmf]12
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 разобьется на девять областей (рис. 8).

Область I соответствует точкам, до которых в данный момент доходят и прямая, и обратная волны от исходного возмущения; области IV и V соответствуют точкам, до которых в данный момент возмущение еще не дошло; до точек области II дошла только обратная волна, до III – только прямая. В точках области VI     u = const, волна от исходного возмущения через них уже прошла, и теперь они покоятся. Области I – VI такие же, как в случае бесконечной струны.
[image: image758.wmf]з
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Область VIII соответствует точкам, в которые приходит прямая волна от фиктивного возмущения: 
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; иными словами, в точки VIII приходит отраженная обратная волна. В областиVII есть обратная волна от исходного возмущения и отраженная обратная волна. Область IX соответствует точкам, через которые и исходная, и отраженная волны уже прошли, и они покоятся,         u = const.

Таким образом, действие закрепленного (свободного) конца   x = 0 свелось к отражению волны смещения, связанному с сохранением абсолютной величины смещения и переменой (сохранением) его знака.

Влияние граничного режима. В случае произвольного неоднородного ГУ решение задачи (3), (24), (25) следует искать в виде суммы 
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 удовлетворяет НКЗ с нулевыми данными Коши. Для ГУ I рода задача для 
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Общее решение уравнения дается формулой Даламбера (18); ясно, что граничный режим может создать только прямую волну: 
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 можно определить из ГУ: 
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Полученная формула определяет 
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Решение I НКЗ для свободных колебаний полубесконечной струны (3), (24I), (25) имеет вид
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Упражнение 7. Получить решение II НКЗ (3, 24II, 25):
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Вынужденные колебания полубесконечной струны описываются НКЗ (10):
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Решение следует искать в виде суммы 
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При t < x/c влияние граничного режима в точке x не сказывается и решение задачи (32) совпадает с решением задачи (21) для бесконечной струны, т.е. определяется формулой (22).

Упражнение 8. Прямой подстановкой проверить, что решение I начально-краевой задачи (32) для значений t > x/c задается интегралом
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выписать окончательное решение задачи (10I).

§5. Свободные колебания ограниченной струны.              Метод отражений (метод продолжений)
Задача о свободных колебаниях ограниченной струны возникает, если оба конца струны находятся достаточно близко от рассматриваемого участка и влияют на его движение. В этом случае колебания описываются функцией 
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, у которой 
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. Уравнение свободных колебаний (3) должно быть теперь дополнено ГУ на обоих концах и НУ, заданными на 
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. В результате возникает НКЗ


[image: image257.wmf]2

,(,),[0,],0

ttxx

ucuuuxtxlt

==Î³

,


[image: image258.wmf]12

0

μ(),μ()I 

рода

xxl

utut

==

==-






(33)

(или
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[image: image260.wmf]0
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(34)
Возможен также смешанный случай, когда на одном конце выполняется ГУ I рода, а на другом – II. Краевые условия III рода мы не рассматриваем.

Ход наших рассуждений будет таким же, как в предыдущем параграфе. Рассмотрим сначала случай однородных ГУ, т.е. струну с закрепленными или свободными концами:
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и решим задачу (3), (34), (35). Общее решение уравнения (3) описывается формулой Даламбера (18): 
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Исходно функции g1 и g2 определены только при 
[image: image265.wmf][0,]
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. Наша задача – продолжить g1 и g2 (или 
[image: image266.wmf]φ

 и 
[image: image267.wmf]ψ

) с промежутка [0, l] на всю вещественную ось, т.е. определить такое начальное возмущение бесконечной струны, при котором ее кусок [0, l] будет колебаться так, как если бы его концы были закреплены (свободны), а остальная часть струны отброшена.
Подставим (18) в ГУ (35):

ГУ I рода:


[image: image268.wmf]1212

()()0,()()0

gctgctglctglct

-+=-++=

;

ГУ II рода: 
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(постоянная интегрирования здесь опущена, так как потом при сложении она сокращается). Дальше рассматриваем ГУ I и II рода параллельно (верхний знак соответствует I роду, нижний – II). Обозначим ct = x, тогда
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Последние два равенства позволяют однозначно продолжить g1 и g2 с [0,l] на всю вещественную ось. При 
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 их правые части определены и, значит, определены g1 при 
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 и g2 при 
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. Рассмотрим теперь те же равенства при 
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; их левые части определены и, следовательно, определены g1 при 
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 и g2 при 
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. Дальнейшее повторение этой процедуры однозначно задает g1 при 
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 и g2 при 
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. Таким образом, функции g1 и g2 оказались определенными на всей вещественной оси, при этом
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т.е. обе функции периодичны с периодом 2l.
Обратимся к начальным данным Коши 
[image: image287.wmf]φ

 и 
[image: image288.wmf]ψ

; для них:
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Кроме того, из периодичности g1 и g2 следует, что 
[image: image291.wmf]φ

 и 
[image: image292.wmf]ψ

 также периодичны с периодом 2l. Таким образом, при однородных ГУ I рода (II рода) начальные данные Коши должны быть продолжены с 
[image: image293.wmf][0,]
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 на 
[image: image294.wmf][,0]
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 по закону нечетности (четности) и дальше с периодом 2l на всю вещественную ось.

Наши построения показывают, что однородная НКЗ для ограниченной струны (3), (34), (35) эквивалентна задаче Коши для бесконечной струны:
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где 
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здесь k- целое число; аналогично определяется 
[image: image297.wmf]Ψ

 через 
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. Решение исходной НКЗ совпадает с решением задачи Коши на промежутке 
[image: image299.wmf][0,]
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Функция U(x,t) определяется формулой Даламбера:
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(36)

Упражнение 9. Проверить прямой выкладкой, что функция U(x,t) при x = 0, x = l удовлетворяет ГУ (35).

Замечание. Если функции 
[image: image302.wmf]φ

 и 
[image: image303.wmf]ψ

 таковы, что 
[image: image304.wmf]Φ

 имеет две и 
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 одну непрерывные производные на всей оси, формула (36) дает классическое решение задачи (3, 34, 35), т.е. имеет место теорема существования. Теорема единственности следует из наших рассуждений, если проводить их строго. Устойчивость этой задачи также имеет место, на ее доказательстве мы не останавливаемся.

Физическая интерпретация решения. Отметим на оси x точки вида kl, где k - целое число, и проведем через них характеристики (рис. 9). Область I соответствует точкам струны, до которых в данный момент дошло возмущение только от исходных точек, т.е. фиктивно добавленные бесконечные части на их движение не влияют. В III приходит возмущение от исходной струны и обратная волна от фиктивного куска 
[image: image306.wmf][,2]
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. Эта обратная волна задается функцией 
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, причем точка (x,t) принадлежит области III. Для области III 
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[image: image759.wmf]Видно, что обратная волна от фиктивной точки есть с точностью до знака прямая волна от реальной точки, симметричной относительно конца x = l. Прямая волна g1 из точки 
[image: image310.wmf](2)
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 дошла до конца струны, отразилась (изменила свое направление) и в момент t пришла в точку 
[image: image312.wmf]1
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Итак, в III есть волна от исходного возмущения и прямая волна, отразившаяся от конца x = l. В II есть волна от исходного возмущения и обратная волна, отразившаяся от конца x = 0. Следующие области соответствуют точкам, в которых в данный момент накладываются многократно отраженные волны.

Действие закрепленного (свободного) конца x = 0 или x = l приводит к отражению волны смещения от этого конца, связанному с изменением направления распространения волны на противоположное, с сохранением абсолютной величины смещения и переменой (сохранением) знака смещения.

Влияние граничного режима. При рассмотрении неоднородных ГУ ограничимся условиями I рода, т.е. будем предполагать, что концы струны движутся по известным законам. Решение задачи (3), (33), (34) следует искать в виде суммы
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где 
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 - решение I НКЗ с однородными ГУ (3, 35, 34), а функции 
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 удовлетворяют НКЗ с нулевыми данными Коши:
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(37)
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Задачу (37) будем решать так же, как (29) в предыдущем параграфе. Построенное там решение
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где
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удовлетворяет (37) при 
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. Разность двух волн 
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 дает решение задачи (37) при 
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. Продолжая это рассуждение, получим для любого t решение задачи (37) в виде ряда
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(38)

При любом фиксированном t сумма (38) содержит конечное число слагаемых. Физически решение (38) означает, что граничный режим создает волну, которая последовательно отражается от обоих концов; решение есть суперпозиция отраженных волн.

Аналогичные рассуждения позволяют построить для функции 
[image: image330.wmf](3)
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, удовлетворяющей НКЗ с неоднородным ГУ на правом конце отрезка, ряд
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здесь функция 
[image: image332.wmf]2
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 определяется через 
[image: image333.wmf]2
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 аналогично 
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Упражнение 10. Проверить прямой выкладкой, что функции 
[image: image335.wmf](2)
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 и 
[image: image336.wmf](3)
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 удовлетворяют поставленным НКЗ.

§6. Свободные колебания ограниченной струны.               Метод Фурье* (метод разделения переменных)
В этом разделе будет рассмотрен принципиально другой способ решения НКЗ о свободных колебаниях ограниченной струны с закрепленными или свободными концами. В данном частном случае он оказывается труднее, чем метод отражений, но зато он применим во многих других задачах, когда метод отражений не работает. Для определенности ниже рассматривается струна с закрепленными концами, переход к задаче со свободными концами очевиден.

Свободные колебания струны с закрепленными концами описываются уравнением (3) с НУ (34) и ГУ(35): 
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В предыдущих параграфах мы искали общее решение уравнения струны (3), а потом требовали, чтобы оно удовлетворяло НУ и ГУ. Будем теперь искать частное решение этого уравнения в виде произведения двух функций, из которых одна зависит только от x, а другая – только от t:
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Подставляя (40) в (3), приходим к равенству
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В левой части последнего соотношения стоит функция, зависящая только от t, в правой – только от x; равенство между ними возможно, только если обе части не зависят ни от t, ни от x и равняются некоторой постоянной. Обозначим эту постоянную через 
[image: image343.wmf]λ
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, тогда
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Видно, что исходное уравнение в частных производных (3) распалось на два ОДУ; в этом случае говорят, что переменные разделились.

Уравнение для функции X(x) нужно дополнить краевыми условиями, которые следуют из (35), в результате для X(x) возникает краевая задача для ОДУ второго порядка:
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Необходимо найти все значения параметра 
[image: image346.wmf]λ

, при которых задача (41) имеет нетривиальные решения, и сами эти решения. Такие значения 
[image: image347.wmf]λ

 называются собственными значениями задачи (41), соответствующие решения – ее собственными функциями; сформулированная задача представляет собой простейший случай задачи Штурма − Лиувилля(.

Пусть 
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Для выполнения граничных условий необходимо 
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Аналогично при 
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При 
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 общее решение уравнения 
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на концах выполняются условия 
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, нетривиальные решения возникают при 
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где 
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 (отрицательные k не рассматриваем, так как изменение знака k равносильно изменению знака произвольной постоянной 
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Найденные значения 
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 подставим в уравнение для 
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В результате получен счетный набор частных (линейно независимых) решений уравнения (3), удовлетворяющих ГУ (35):
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Переобозначим произвольные постоянные: заменим 
[image: image373.wmf]β
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Благодаря линейности и однородности уравнения (3) и ГУ (35), любая линейная комбинация функций 
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 также будет удовлетворять уравнению и этим условиям. Составим ряд
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Сумма ряда 
[image: image379.wmf](,)
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 удовлетворяет уравнению (3) и ГУ (35). Подберем постоянные 
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 так, чтобы она удовлетворяла также НУ (34). Прямая подстановка дает
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Написанные ряды представляют собой разложения заданных функций 
[image: image383.wmf]φ()
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 и 
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 в ряды Фурье по синусам на промежутке 
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. Коэффициенты этих разложений определяются по известным формулам:
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(43)

Ряд (42) с коэффициентами (43) формально удовлетворяет всем условиям поставленной задачи (3), (34), (35).

Нетрудно проверить, что решение в виде ряда совпадает с тем, которое было получено в § 5 методом отражений. При применении формулы Даламбера к ограниченной струне с закрепленными концами мы продолжали функции 
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 и 
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, задающие НУ, с 
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[image: image390.wmf][,0)
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 по закону нечетности и потом с периодом 2l − на всю вещественную ось. Такой способ продолжения равносилен разложению этих функций в ряды Фурье по синусам.

Упражнение 11. Разложить продолженные функции 
[image: image391.wmf]Φ()

x

, 
[image: image392.wmf]Ψ()
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 в ряды Фурье по синусам, подставить их в формулу Даламбера (36) и проверить, что полученное представление эквивалентно (42).

Упражнение 12. Решить методом Фурье задачу о свободных колебаниях ограниченной струны с двумя свободными концами и одним закрепленным, а другим свободным концом.

Об оправдании метода Фурье. Формально ряд (42) удовлетворяет уравнению и всем дополнительным условиям поставленной НКЗ. Возникает важный вопрос: при каких условиях на функции 
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 и 
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 сам этот ряд сходится и сходятся ряды его первых и вторых производных? Ссылаясь на теорию рядов Фурье, можно сформулировать следующие достаточные условия: если функция 
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 дважды непрерывно дифференцируема и имеет кусочно-непрерывную третью производную, функция 
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 один раз непрерывно-дифференцируема и имеет кусочно-непрерывную вторую производную и, кроме того, 
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, ряд (42) сходится абсолютно и равномерно и его можно дважды почленно дифференцировать по x и t. Иными словами, ряд (42) дает классическое решение НКЗ (3), (34), (35) и его можно исследовать “в лоб”.

Во многих физически важных случаях параметры НКЗ не удовлетворяют сформулированным выше достаточным условиям (входящие в задачу функции не обладают достаточной гладкостью). Тем не менее, метод Фурье сохраняет свое значение, ряд (42) дает обобщенное решение задачи. В дальнейшем наша цель – изучить применение метода Фурье к решению задач различных типов и возникающие при этом ряды; вопросы сходимости рядов к классическому решению задачи обсуждаться не будут.

Физическая интерпретация метода Фурье: гармоники и стоячие волны. Преобразуем выражения для 
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 гармонических колебаний:


[image: image403.wmf]πππ

()cossinsin

α

kkkkk

kctkctkct

TtabA

lll

æö

=+=+

ç÷

èø

,

где 
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; тогда ряд (42) принимает вид суммы гармоник:
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Каждый член этого ряда описывает стоячую волну, в которой точки струны совершают гармонические колебания с одинаковой фазой и с амплитудой 
[image: image406.wmf]π
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, зависящей от точки. При таком колебании струна издает звук, высота звука зависит от частоты колебаний 
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, эти частоты называются собственными для данной струны. Звук, соответствующий наименьшей частоте, 
[image: image409.wmf]1
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, называется основным тоном струны, остальные гармоники образуют набор обертонов. 

Таким образом, решение 
[image: image410.wmf](,)
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 складывается из основного тона струны и набора обертонов. Амплитуды 
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 быстро убывают с ростом k, поэтому влияние обертонов на звук сводится к созданию тембра звука, различного для различных музыкальных инструментов и объясняемого именно наличием обертонов.

На рис.10 показаны положения струны в различные моменты времени, соответствующие двум первым гармоникам. Амплитуда колебаний k-й гармоники обращается в нуль в точках 
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. Эти точки называются узлами k-й гармоники; точки 
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, в которых амплитуда достигает наибольшей величины, называются пучностями. Если в струне возбуждена только k-я гармоника, струна колеблется так, как если бы состояла из k отдельных кусков, закрепленных в узлах. Если прижать струну посередине, в пучности ее основного тона, то обратятся в нуль амплитуды основного тона и всех остальных нечетных гармоник, при этом четные гармоники останутся без изменения. В результате вместо своего обычного звука струна будет издавать звук с вдвое большей частотой, т.е. на октаву выше.
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Рис.10
§7. Вынужденные колебания ограниченной струны.         Метод Фурье (метод разделения переменных)
Постановка задачи. Колебания струны под действием распределенной силы описываются неоднородным уравнением (2). Ниже метод Фурье применяется к решению НКЗ (2), (34), (35), рассматриваются вынужденные колебания струны с двумя закрепленными концами. Случаи других однородных ГУ (два свободных конца или смешанные ГУ) исследуются аналогично.

Функцию 
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, удовлетворяющую НКЗ
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можно представить в виде суммы решений двух более простых задач: 
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 - решение НКЗ (3), (34), (35), описывающее свободные колебания струны, которые возникают вследствие заданного начального возмущения. Функция 
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 описывает чисто вынужденные колебания, т.е. колебания под действием силы 
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 при условии, что в начальный момент струна покоилась. Для функции 
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 получено решение в виде ряда (42); необходимо определить 
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Решение НКЗ о чисто вынужденных колебаниях струны. Функция 
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 удовлетворяет задаче (44):
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Будем искать ее в виде ряда
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при этом ГУ для 
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 заведомо выполнятся. Ряд (45) написан по аналогии с (42), но функции 
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 теперь нуждаются в определении.

Подстановка ряда (45) в уравнение (2) дает
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следовательно,
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Функция f(x,t) как функция от x может быть разложена в ряд Фурье по синусам на промежутке 
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 с коэффициентами 
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Для функции 
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 возникли два разложения в ряды Фурье по синусам; поскольку такое разложение единственно, их коэффициенты можно приравнять:
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Если функции 
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 удовлетворяют этим уравнениям, функция 
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, заданная рядом (45), удовлетворяет уравнению и ГУ. Чтобы выполнялись НУ, достаточно потребовать 
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. Таким образом, функции 
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 определяются задачами Коши для обыкновенных линейных неоднородных ДУ:
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Пусть 
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 - частное решение этого неоднородного уравнения, тогда его общее решение имеет вид 
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Упражнение 13. Методом вариации произвольных множителей Лагранжа* найти частное решение уравнения из задачи (46) в виде
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Для общего решения уравнения (46) имеем
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(47)

подстановка условий Коши дает 
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. Окончательно решение (46) принимает вид
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(48)

Подставляя в (48) выражения для коэффициентов Фурье и частот, получаем
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(49)

Ряд (45) с коэффициентами (49) дает решение задачи (44). Если функция 
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 дважды непрерывно дифференцируема и обращается в нуль на концах промежутка 
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, сумма ряда является классическим решением задачи.

I начально-краевая задача в общем случае состоит из неоднородного уравнения (2), неоднородных ГУ (33) и НУ (34). Ее решение следует искать в виде суммы двух функций:
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где 
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 - произвольная функция, удовлетворяющая ГУ (33). Можно, например, выбрать 
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Для функции 
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 возникает НКЗ с однородными ГУ, метод решения которой изложен выше:
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Частные случаи вынужденных колебаний струны с закрепленными концами.
1. 
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, т.е. на струну действует постоянная распределенная сила; например, горизонтальная струна находится в однородном поле силы тяжести. В этом случае решение НКЗ (2), (34), (35) проще искать в виде суммы 
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 удовлетворяет уравнению (2) и ГУ (35), т.е. 
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Решение этой задачи, описывающее статический прогиб струны, найдено в упражнении 1: 
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Функция 
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 должна быть решением однородного уравнения (3) с однородными ГУ (35) и неоднородными НУ:
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 описывает свободные колебания струны около положения равновесия, эта задача решена в § 6.

2. Действующая на струну распределенная сила постоянна во времени, но может меняться от точки к точке, 
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Упражнение 14. Получить решение задачи для 
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3. Приложенная к струне распределенная сила меняется по гармоническому закону: 
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 - частное решение уравнения (2), удовлетворяющее ГУ (35). Функция 
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 будет тогда решением однородного уравнения (3) с теми же ГУ (35) и произвольными НУ; такое решение построено в § 6.

Вид функции 
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 зависит от того, совпадает или нет частота внешнего воздействия 
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 с одной из собственных частот струны 
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, возможно возникновение резонанса, при котором амплитуда колебаний с частотой вынуждающей силы неограниченно возрастает пропорционально времени. 

Упражнение 15. Построить частное решение уравнения (2) с ГУ (35), рассмотреть три случая:
1) 
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. Частное решение следует искать в виде
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его подстановка в (2) и (35) дает краевую задачу для ОДУ:
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(52)

Выше мы уже строили общее решение такого уравнения, с точностью до обозначений оно имеет вид (47). Учет ГУ даст для 
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2) 
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 при некотором k и выполняется условие
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Частное решение по-прежнему можно искать в виде (51), где 
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3) 
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 при некотором k и условие (53) не выполняется. Для частного решения  можно получить
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где 
[image: image493.wmf]k
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 − коэффициент разложения функции 
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 в ряд Фурье по синусам на промежутке 
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, функция 
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 обладает тем свойством, что для нее интеграл (53) равен нулю. Видно, что второе слагаемое описывает колебание с частотой 
[image: image497.wmf]w

, амплитуда которого неограниченно возрастает пропорционально t.
Задачи
Постановка начально-краевых задач
В задачах 1 − 13 описаны некоторые физические процессы. Следует выбрать функцию, характеризующую указанный процесс, вывести для нее дифференциальное уравнение, сформулировать для этой функции начальные и граничные условия. Все необходимые параметры системы предполагаются известными.

1. Сформулировать задачу о продольных колебаниях однородного упругого стержня постоянного сечения S длины l при произвольных начальных отклонении и скорости. Рассмотреть следующие случаи:

а) к концам нерастянутого стержня 
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x

=

 и 
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, начиная с момента 
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б) концы стержня закреплены упруго, т.е. на них действуют силы, пропорциональные их отклонению;

в) конец стержня 
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 испытывает сопротивление, пропорциональное скорости, а конец 
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 закреплен жестко;

г) конец стержня 
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 закреплен, а конец 
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 свободен и к нему прикреплена точечная масса m;

д) стержень закреплен на конце 
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 и растянут силой F, приложенной к другому концу; в момент 
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 действие силы внезапно прекращается;

е) стержень (на единицу длины) испытывает действие пропорциональной скорости силы сопротивления отклонению, а концы стержня двигаются по заданным законам 
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[image: image510.wmf]2
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ж) начиная с момента 
[image: image511.wmf]0
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, стержень испытывает действие направленной вдоль оси x силы объемной плотности 
[image: image512.wmf](,)
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, а концы стержня свободны. (Такую силу можно создать, например, с помощью магнитного поля.)

2. Начиная с момента 
[image: image513.wmf]0
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, один конец прямолинейного упругого однородного стержня совершает продольные колебания по заданному закону, а к другому концу приложена сила 
[image: image514.wmf]()
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, направленная по оси стержня. В момент 
[image: image515.wmf]0
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 стержень был неподвижен и находился в равновесном положении. Поставить задачу для определения его малых продольных колебаний.

3. Сформулировать задачу о продольных колебаниях однородного упругого стержня переменного сечения 
[image: image516.wmf]()

Sx

 длины l при произвольных начальных отклонении и скорости для случая, когда стержень имеет форму усеченного конуса с радиусами оснований r и R 
[image: image517.wmf]()
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, причем основания закреплены жестко.

4. Сформулировать задачу о продольных колебаниях однородного упругого стержня переменного сечения 
[image: image518.wmf]()
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 длины l при произвольных начальных отклонении и скорости для случая, когда конец стержня 
[image: image519.wmf]0
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 закреплен упруго, а к концу 
[image: image520.wmf]xl
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, начиная с момента 
[image: image521.wmf]0
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, приложена продольная сила 
[image: image522.wmf]()
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 на единицу площади сечения.

5. Поставить задачу о малых поперечных колебаниях струны в среде с сопротивлением, пропорциональным скорости, предполагая, что

а) концы струны закреплены жестко;

б) один конец свободен, а на другой действует переменная поперечная сила 
[image: image523.wmf]()

Ft

.

6. Однородная струна с закрепленными концами находится во внешнем поперечном магнитном поле с индукцией B. Поставить задачу о колебаниях этой струны, если по ней течет переменный ток I(t).

7. Поставить задачу о продольных колебаниях однородного упругого вертикального стержня, пренебрегая действием силы тяжести на частицы стержня, если верхний конец стержня закреплен жестко, а к нижнему концу прикреплен груз массой M, причем за начальное состояние принимается ненапряженное состояние стержня (т.е. в начальный момент времени из-под груза убирается подставка и он начинает растягивать стержень).

8. Верхний конец упругого однородного вертикально подвешенного тяжелого стержня жестко прикреплен к потолку свободно падающего лифта, который, достигнув скорости v, мгновенно останавливается. Поставить задачу о продольных колебаниях этого стержня.

9. Поставить задачу о поперечных колебаниях тяжелой однородной струны относительно вертикального положения равновесия, если ее верхний конец жестко закреплен, а нижний свободен.

10. Неоднородная струна линейной плотности 
[image: image524.wmf]л
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 совершает поперечные колебания около горизонтального положения в поле силы тяжести. В точках 
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 струны укреплены шарики массами 
[image: image526.wmf]12
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. Описать движение струны при произвольных начальных условиях для случаев:

а) левый конец струны свободен, правый движется по закону 
[image: image527.wmf]()
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m

;

б) левый конец струны закреплен, к правому приложена сила 
[image: image528.wmf]()

Ft

.

11. Однородная струна при вращении вокруг вертикальной оси с постоянной угловой скоростью 
[image: image529.wmf]w

 находится в горизонтальной плоскости, причем один конец струны прикреплен к некоторой точке оси, а другой свободен. В момент 
[image: image530.wmf]0
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 точкам струны сообщают малые вертикальные отклонения и скорости. Поставить задачу для определения отклонений точек струны от плоскости равновесного движения. Силой тяжести пренебречь.

12. Два полуограниченных упругих однородных стержня с одинаковыми поперечными сечениями S соединены торцами и составляют один неограниченный стержень. Пусть 
[image: image531.wmf]1
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 и 
[image: image532.wmf]1
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 - плотность и модуль упругости одного из них, а 
[image: image533.wmf]2
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 и 
[image: image534.wmf]2
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 - другого. Поставить задачу для определения отклонений сечений стержня от их положения покоя, если заданы их начальные отклонения и скорости.

13. Решить предыдущую задачу, считая, что между торцами составляющих стержней закреплена жесткая прокладка пренебрежимо малой толщины с массой m.

Решение задач о свободных колебаниях струны методом Даламбера и методом отражений
[image: image761.wmf]*
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В задачах 14 − 19 указаны начальные возмущения струны при 
[image: image535.wmf]0
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. Решить задачи о свободных колебаниях струны графически; изобразить форму струны в моменты времени 
[image: image536.wmf]/(4)
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, где 
[image: image537.wmf]0,1,2,3,4,5,8
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; найти формулы, описывающие профиль струны в эти моменты.

14. Бесконечная струна возбуждена локальным отклонением, изображенным на рис.11 (оттянута за одну из своих точек), и отпущена без начальной скорости.
Рис. 11

15. Бесконечной невозмущенной струне сообщена на отрезке 
[image: image538.wmf][,]
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 поперечная начальная скорость 
[image: image539.wmf]0

v

; вне этого отрезка начальная скорость равна нулю.

16. Полубесконечная струна, закрепленная на конце 
[image: image540.wmf]0
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, возбуждена начальным отклонением, изображенным на рис.12. Начальные скорости струны равны нулю. 
Решить эту задачу для случая, когда конец 
[image: image541.wmf]0
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 свободен.
[image: image763.wmf]c
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Рис.12

17. Полубесконечной невозмущенной струне в начальный момент с помощью поперечного удара передается импульс I в малой окрестности точки x0. Рассмотреть случаи, когда конец 
[image: image542.wmf]0
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 закреплен или свободен.

18. В начальный момент времени струна длины l с закрепленными концами была оттянута за одну из своих внутренних точек x0 и отпущена без начальной скорости. Рассмотреть случаи 
[image: image543.wmf]0
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19. Концы струны 
[image: image544.wmf]0
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 и 
[image: image545.wmf]xl
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 жестко закреплены, струна находится в положении равновесия. В начальный момент времени малой окрестности точки 
[image: image546.wmf]0
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 сообщается скорость 
[image: image547.wmf]0
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.

Решить эту задачу для случаев, когда оба конца струны свободны и когда один конец закреплен, а другой свободен.

Решение начально-краевых задач методом Фурье
В задачах 20 – 35 решение 
[image: image548.wmf](,)
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 следует представить в виде ряда Фурье, как это показано в примере 1. В некоторых частных случаях ряд может содержать конечное число слагаемых.

Пример 1. Решить I НКЗ для однородного уравнения струны:
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Решение следует искать в виде суммы (50): 
[image: image556.wmf](,)(,)(,)
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, где 
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 - произвольная функция, удовлетворяющая ГУ. Выберем ее линейной по x: 
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; подстановка в ГУ дает
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Подставляя сумму (50) в исходную задачу, получаем НКЗ для функции 
[image: image563.wmf](,)

vxt

:
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Видно, что 
[image: image569.wmf](,)
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 удовлетворяет неоднородному уравнению с нулевыми ГУ и неоднородными НУ. Решение такой задачи построено в § 7, его следует искать в виде суммы 
[image: image570.wmf](1)(2)
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, где 
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 удовлетворяет однородному уравнению с ненулевыми НУ, 
[image: image572.wmf](2)
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 - неоднородному уравнению с нулевыми НУ:
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Обе функции 
[image: image580.wmf](1)
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 и 
[image: image581.wmf](2)
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 определяются в виде рядов Фурье по 
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 (в нашей задаче 
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). Выпишем разложения в ряды Фурье по синусам на промежутке 
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 для входящих в задачу функций:
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Ряд Фурье для функции 
[image: image587.wmf](1)
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 имеет вид (42) (в задаче 
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подстановка его в начальные условия дает
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следовательно, 
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Функция 
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 задается рядом (45): 
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следовательно,
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Общее решение этого уравнения 
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из начальных условий следует: 
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и окончательно 
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Таким образом, получены разложения в ряды для решений 
[image: image605.wmf](1)
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; суммируя их и 
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, приходим к окончательному ответу:
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Прямой выкладкой нетрудно проверить, что полученный ряд удовлетворяет всем условиям поставленной задачи.

Пример 2.  Решить смешанную НКЗ для неоднородного уравнения:
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Решение будем искать в виде суммы (50): 
[image: image610.wmf](,)(,)(,)
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, где функция 
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 удовлетворяет ГУ задачи. Ее можно выбрать линейной: 
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 и окончательно получаем 
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Для функции 
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 возникает следующая НКЗ с нулевыми ГУ:
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Решение смешанной НКЗ в виде ряда Фурье предлагалось построить в упражнении 12. Повторяя рассуждения § 6, разделим переменные, т.е. будем искать решение соответствующего однородного уравнения 
[image: image620.wmf]20
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 в виде произведения функций (40): 
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, из которого, с учетом ГУ задачи, выводится следующая КЗ для  X(x): 
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Нетрудно получить набор собственных функций и собственных значений этой задачи: 
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Решение как однородного, так и неоднородного уравнений следует искать в виде рядов Фурье по 
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Подстановка ряда в уравнение и НУ дает равенства
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image630.wmf]0

0

(0)cos(21)cos

k

t

k

vTkxx

=

³

=+=

å

; 
[image: image631.wmf]0

0

(0)cos(21)0

tk

t

k

vTkx

=

³

¢

=+=

å

.


[image: image632.wmf]cos
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 является первым членом ряда Фурье по 
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Вторая задача имеет только тривиальное решение: 
[image: image639.wmf]()0
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, следовательно, ряд для функции 
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 состоит из одного первого слагаемого. Общее решение уравнения для 
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Для функции 
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ответ исходной задачи: 
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Решение этой задачи можно было несколько сократить. Установив, что функция 
[image: image647.wmf](,)
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 представима рядом Фурье по 
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, и заметив, что все входящие в задачу функции содержат только один член 
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 этого ряда, можно было сразу искать 
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 в виде произведения: 
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Пример 3. Решить вторую НКЗ для однородного уравнения струны:
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Решение задачи будем искать в виде суммы (50): 
[image: image653.wmf](,)(,)(,)
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, при этом попытаемся подобрать функцию 
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, одновременно удовлетворяющую уравнению и ГУ; обычно это удается, если в задаче фигурируют const, exp, sin, cos. Функцию 
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 будем искать в виде 
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 получаем уравнение 
[image: image661.wmf]2

()()/0

pxpxc

¢¢

-=

.Его общее решение имеет вид 
[image: image662.wmf]//

12

()

xcxc

pxCeCe

-

=+

, из начальных условий следует, что 
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Подставим сумму 
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Для функции  
[image: image668.wmf](,)
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  возникла задача из однородного волнового 
уравнения с однородными НУ и ГУ, которая имеет только тривиальное решение: 
[image: image669.wmf](,)0
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. Ответ исходной задачи:
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Отметим, что в общем случае при таком методе решения для функции 
[image: image671.wmf](,)
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 возникает задача из однородного уравнения с однородными граничными и неоднородными начальными условиями. Для граничных условий II рода ее решение следует искать в виде ряда:
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20. Однородная струна со свободным концом 
[image: image673.wmf]0
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 и закрепленным концом 
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 имеет в начальный момент форму квадратичной параболы: 
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. Определить смещение точек струны от прямолинейного положения равновесия, предполагая, что начальные скорости отсутствуют.

21. Однородная струна, закрепленная на конце 
[image: image676.wmf]0
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 и свободная на конце 
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, находится в прямолинейном положении равновесия. В момент времени 
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 она получает в точке x0 удар от молоточка, который сообщает этой точке скорость v0. Описать свободные колебания струны. Молоточек считать плоским, шириной 
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22. Однородная струна, свободная на конце 
[image: image681.wmf]0
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 и закрепленная на конце 
[image: image682.wmf]xl

=

, находится в прямолинейном положении равновесия. В момент времени 
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 она получает в точке x0 удар от молоточка, который сообщает этой точке скорость v0. Описать свободные колебания струны. Молоточек считать выпуклым, шириной 
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23. Описать продольные колебания цилиндрического стержня, один конец которого свободен, а к другому с момента 
[image: image686.wmf]0
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 приложена сила 
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, направление которой совпадает с осью стержня. (Считать, что 
[image: image688.wmf]w

 не совпадает с собственными частотами стержня.)

24. На струну длиной l действует внешняя возмущающая сила, плотность которой равна 
[image: image689.wmf]sin
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 (
[image: image690.wmf]w

 не совпадает с собственными частотами струны). Найти закон колебаний струны, если начальные отклонения и скорости равны нулю, левый конец струны закреплен, а правый свободен.

В задачах 25 – 28 функция 
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В задачах  29–32 функция 
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 определена при 
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В задачах 33–35 функция 
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Для домашних заданий удобно использовать богатый набор однотипных нетрудных задач из сборника [5], глава XI. Задачи для уравнения свободных колебаний струны с однородными ГУ полезно решать двумя способами: методом отражений и методом Фурье и сравнивать результаты. 
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